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Résumé
Nous proposons une preuve élémentaire de la aratérisation des hypersurfaes
sphériques omme les seules hypersurfaes stritement pseudoonvexes de C
k
possè-
dant des germes de diéomorphismes ontratants. A la diérene de démonstrations
antérieures, notre approhe n'utilise pas la théorie de Chern-Moser et repose entière-
ment sur les tehniques de dilatations de oordonnées de Pinhuk. Nous donnons
également quelques appliations de e résultat.
Introdution.
Dans et artile, nous étudions la géométrie CR des hypersurfaes stritement pseu-
doonvexes de C
k
au moyen des tehniques de dilatations de oordonnées introduites par
Pinhuk ([21℄, 1978). Nous nous intéressons à la question suivante : un germe d'hypersur-
fae stritement pseudoonvexe de C
k
peut-il être ontraté sur l'un de ses points par une
suite de diéomorphismes CR qui préserve l'hypersurfae ?
Les travaux de Chern et Moser ([12℄, 1974) onduisent à une liste omplète d'invariants
CR des hypersurfaes Levi non-dégénérées. Dans une situation ontratante es invariants
sont onstants et ela suggère une ertaine homogénéité de la surfae. Ainsi, Webster ([23℄,
1974), Burns-Shnider ([11℄, 1977), Beloshapka ([5℄, 1977) et Loboda ([16℄, 1979) établirent
le résultat suivant :
Théorème 1. Soient S et S′ deux hypersurfaes stritement pseudoonvexes de Ck (éventuelle-
ment à bord). S'il existe une suite (fn)n de diéomorphismes CR de S à valeurs dans S
′
qui onverge loalement uniformément vers un point de S′ alors S est loalement sphérique,
i.e. loalement CR-diéomorphe à un ouvert de la sphère eulidienne.
La démarhe de Webster et Burns-Shnider est la suivante. La résolution du problème
de G-struture eetuée dans [12℄ produit un tenseur CR-invariant nul si et seulement si
l'hypersurfae est sphérique. Dans le as non-sphérique, une normalisation de et invariant
onduit à la rédution du groupe strutural de l'hypersurfae à U(k−1). Plus onrètement,
ei montre l'existene d'une distane CR-invariante sur les hypersurfaes non-sphériques
et interdit don tout omportement dynamiquement ontratant. Beloshapka et Loboda
déduisent quant à eux e théorème d'une étude de l'ation des diéomorphismes CR sur
les haînes, et plus préisément d'un résultat de linéarisation loale du groupe d'automor-
phismes CR de l'hypersurfae ainsi qu'au théorème 1.
Un analogue de e théorème pour les biholomorphismes des domaines est le théorème de
Wong-Rosay. En 1977, Wong [24℄ aratérisa la boule unité parmi les domaines stritement
pseudoonvexes bornés de C
k
omme étant le seul à posséder un groupe d'automorphismes
non-ompat. Rosay donna une version semi-loale de l'argument de Wong ([22℄, 1979), puis
Pinhuk en donna un démonstration basée sur les tehniques de dilatations de oordonnées.
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Théorème (Wong-Rosay). Soit Ω un domaine de Ck et (fn)n une suite d'automor-
phismes de Ω. S'il existe un point z0 ∈ Ω dont l'orbite {fn(z0)}n aumule un point au
voisinage duquel bΩ est lisse et stritement pseudoonvexe alors Ω est biholomorphique-
ment équivalent à la boule unité de C
k
.
Les tehniques de dilatations ont également permis des généralisations de e résultat au
as faiblement pseudoonvexe. Un théorème analogue a été obtenu par Berteloot [6℄ lorsque
le point d'impat est de type ni dans C
2
et par Gaussier [14℄ dans le as onvexe de type ni
en toutes dimensions. Bedford-Pinhuk avaient auparavant aratérisé les domaines dont
la frontière est globalement de type ni dans C
2
ou onvexe de type ni dans C
k
et dont le
groupe d'automorphisme est non-ompat ([2, 1, 3℄). Ainsi notre étude est suseptible de
s'étendre au as faiblement pseudoonvexe.
Résumons Le prinipe de notre preuve. Après les avoir prolongées en des appliations
holomorphes entre des domaines soutenus par S et S′, nous renormalisons la suite de es
appliations en les omposant au but par des dilatations anisotropes bien hoisies (partie 1).
Le problème est alors de voir que la suite renormalisée onverge vers un biholomorphisme
entre le domaine soure et un ouvert de la boule soutenu par une portion de la sphère (partie
3). La diulté prinipale est de s'assurer de la non-dégénéresene de l'appliation limite.
Ce problème ne se présente pas dans la situation de Wong-Rosay. Nous le surmontons en
quantiant la dilatation des appliations CR (partie 2). Cei se révèlera également utile
pour les appliations que nous présentons dans la partie 4.
Je tiens à remerier François Berteloot pour son aide lors de la rédation de et artile.
Notations et onventions :
• Pour z ∈ Ck (k ≥ 2), nous noterons z = (z1, z′), où z1 ∈ C et z′ ∈ Ck−1.
• Pour une hypersurfae réelle lisse M de Ck, on note SPC(M) l'ensemble des points
de strite pseudoonvexité de M .
• Lorsque M est une hypersurfae réelle lisse stritement onvexe de Ck et q est un
point de M , on note :

~N(q) le veteur unitaire normal à M en q dirigé vers la partie onvexe de Ck\M ,
 Λq la forme linéaire Λq(·) = 〈 ~N(q), ·〉,
 qε le point q + ε ~N(q),
 Bε(q) la boule entrée en qε et de rayon ε ; ette boule est tangente à M en q,
 B+ε (q) := Bε(q) ∩ {Λq ≥ ε}.
• Lorsque Ω et Ω′ sont des domaines de Ck et U est inlus dans bΩ, nous dirons
qu'une appliation F de Ω dans Ω′ est propre relativement à U si F ∈ C∞(Ω∪U) et
F (U) ⊂ bΩ′.
• Enn, lorsque D est un domaine de Ck, et λ ∈ R, nous noterons
Dλ := D ∩ {Re z1 < λ} D+λ := D ∩ {Re z1 ≥ λ}
[bD]λ := bD ∩ {Re z1 < λ} [bD]+λ := bD ∩ {Re z1 ≥ λ}.
1 Renormalisation de la suite fn.
Commençons par dérire et simplier la situation géométrique sous-jaente aux hy-
pothèses du théorème 1.
Appelons a le point de S′ vers lequel (fn)n onverge. Soit p un point de S. Le but est
de trouver un voisinage de p dans S qui est CR-diéomorphe à un ouvert de la sphère.
Ce problème ne dépend évidemment pas des systèmes de oordonnées holomorphes en p et
en a. Comme les surfaes S et S′ sont stritement pseudoonvexes, on peut les supposer
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stritement onvexes sur des voisinages U2 et U
′
de p et a respetivement. De même, on
peut supposer Λp = Λa = Re z1, U2 = S ∩ {Re z1 < 2} et U ′ = S′ ∩ {Re z1 < 1}. Il existe
alors deux domaines bornés de C
k
stritement onvexes, Ω et Ω′ tels que U2 = [bΩ]2 et
U ′ = [bΩ′]1.
Quitte à éliminer de la suite (fn)n un nombre ni d'éléments, on peut supposer que
fn([bΩ]2) ⊂ U ′ pour tout n ∈ N. Les théorèmes lassiques de prolongement des appliations
CR (voir [10℄, hap. 15) montrent que fn se prolonge en une appliation holomorphe de
Ω2 dans C
k
que nous noterons abusivement fn. Comme Ω
′
1 possède une fontion p.s.h
dénissante ρ, le prinipe du maximum appliqué aux restritions de ρ◦fn sur les hyperplans
omplexes {z1 = c} assure que fn(Ω2) ⊂ Ω′1. Un argument similaire prouve que la suite
(fn) onverge uniformément vers a sur Ω2.
Posons enn y0 := (1, 0), yn := fn(y0), pn := fn(p), de sorte que yn et pn tendent vers
a. La gure 1 illustre la situation.
Ω2 [bΩ]2
Re z1 = 2
y0
z1
Ω
z′p = (0, 0)
fn
pn
yn
Ω′
1 U
′ = [bΩ′]1
Re z1 = 1
Ω′
a = (0, 0)
Fig. 1  Situation géométrique du théorème 1.
1.1 Dilatations de oordonnées.
Nous dérivons une tehnique de dilatation de oordonnées naturellement assoiée au
ouple (pn, yn). Elle proède d'une légère modiation de la méthode introduite par Pinhuk
(voir [19, 8℄). On peut supposer que U ′ possède une fontion dénissante χ donnée par :
χ(z) := −Re z1 + ‖z‖2 + a(z)‖z‖3 où a(z) ∈ O(1).
L'opération de remise à l'éhelle en q ∈ U ′ de paramètre ε, notée Rq,ε, onsiste en une om-
position de deux biholomorphismes de C
k
, Ψq et Dε, et d'une transformation birationnelle
Φ de Ck :
Rq,ε = Φ ◦Dε ◦Ψq.
• Ψq est la omposition d'une translation qui envoie q sur l'origine et d'une transformation
unitaire de Ck qui rend horizontal le plan tangent à bΩ en q (i.e. déni par Re z1 = 0).
Dans es oordonnées, χq := χ ◦Ψ−1q est de la forme :
χq(z) = −Re z1 +Qq(z) + aq(z)‖z‖3 (1)
où Qq est le hessien réel de χq en 0. Il s'agit d'une forme quadratique réelle dénie pos-
itive sur C
k = R2k ar U ′ est stritement onvexe. La fontion aq(z) est majorée sur Ω′1
indépendamment de q ∈ U ′ ar bΩ′ est C3. Remarquons que Ψa = Id, Qa = ‖ · ‖ et que les
appliations q 7→ Ψq et q 7→ Qq sont ontinues en raison du aratère lisse de U ′.
• Dε est la dilatation anisotrope C-linéaire
Dε : (z1, z
′) 7−→
(
z1
ε
,
z′√
ε
)
.
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Il s'agit d'un hangement d'éhelle naturel assoié à la strite pseudoonvexité. Un alul
simple montre que la fontion dénissante χq,ε de Dε ◦Ψq(U ′) dénie par χq,ε := 1
ε
χq ◦D−1ε
s'érit :
χq,ε(z1, z
′) = −Re z1 +Qq
(
(0, z′)
)
+O(
√
ε).
• Φ est la transformation de Cayley
Φ : (z1, z
′) 7−→
(
z1 − 1
z1 + 1
,
2z′
z1 + 1
)
qui transforme Σ := {Re z1 ≥ ‖z′‖2} en B := {|z1|2 + ‖z′‖2 ≤ 1}. Remarquons que
Dε ◦Ψq(Ω′) est inlus dans le demi-espae {Re z1 > 0} en raison de la onvexité de Ω′. La
transformation Rq,ε = Φ ◦Dε ◦Ψq est par onséquent bien dénie sur Ω′.
Nous allons maintenant dénir une suite de remises à l'éhelle Rn := Rpn,εn assoiée à
la suite (pn, yn) ; voir la gure 2. A et eet, observons que {R−1q,ε({Re z1 = 0}), ε > 0}
dénit un feuilletage de C
k\TCq bΩ′ dont les feuilles sont des ylindres eulidiens entrés en
TCq bΩ
′
:
Fq,ε := R−1q,ε({Re z1 = 0}) = {z ∈ Ck, d(z, TCq bΩ′) = ε}.
En raison de la onvexité de Ω′, tout point z ∈ Ω′ appartient à une unique feuille Fq,εq(z),
εq(z) > 0. Cei nous permet d'énoner la dénition suivante :
Dénition 1.1. La remise à l'éhelle Rn assoiée à la suite (pn, yn) est dénie par Rn :=
Rpn,εn où εn := εpn(yn) est l'unique réel tel que yn ∈ Fpn,εn. On pose Fn := Rn ◦ fn,
Ω˜n := Rn(Ω′) et y˜n := Rn(yn).
Grâe à es hoix nous disposons d'une suite d'appliations Fn telles que (voir g. 2) :
Fn : Ω2 −→ Ω˜n
p 7−→ a = (−1, 0)
y0 7−→ y˜n ∈ {Re z1 = 0}.
Notons que la onvergene de pn et yn vers a implique que εpn(yn) tend vers 0. Il est
bien onnu que la suite de domaines Ω˜n tend vers la boule B au sens C2 sur les ompats de
C
k+1\{z1 = 1}. L'objet de la proposition suivante est de mieux ontrler ette onvergene.
Cei se révèlera utile dans la troisième partie. Commençons par observer que Ω′ est inlus
dans toutes les paraboles tangentes à bΩ′ de ourbure assez petite :
Lemme 1.2. Il existe une onstante c > 0 telle que Ψq(Ω
′) ⊂ {Re z1 > c‖z‖2} pour tout
q ∈ bΩ′.
Preuve : Raisonnons par l'absurde, supposons qu'il existe une suite de réels cn qui tend
vers 0 et des points distints pn, p
′
n ∈ bΩ′ tels que p′n ∈ Pn := Ψ−1pn
({Re z1 > cn‖z‖2})
(Pn est une parabole tangente à bΩ′ en pn). Comme bΩ′ est ompat, on peut supposer
que pn et p
′
n onvergent vers deux points p, p
′ ∈ bΩ′. Nous allons montrer que p 6= p′. Cei
ontredira la strite onvexité de Ω′ puisqu'alors p 6= p′ ∈ TpbΩ′∩bΩ′ (la suite de paraboles
Pn onverge sur les ompats vers TpbΩ′ ar cn tend vers 0 et pn tend vers p).
On peut évidemment supposer que p = 0. Rappelons que (1) donne l'expression d'une
fontion dénissante de Ψq(U
′) pour q ∈ U ′. Pour q susamment prohe de l'origine, on
peut supposer que Qq(z) ≥ 1/2‖z‖2. Il existe don un voisinage B de l'origine dans Ck tel
que
Ψq(Ω
′ ∩B) ⊂ {Re z1 > ‖z‖
2
3
}.
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Comme cn tend vers 0, le point p
′
n est hors de B don p
′ 6= p. 
Nous dirons qu'une suite de domaines Dn onverge vers un domaine D au sens C2 sur
un ompat K si K ∩Dn tend vers K ∩D au sens de la topologie de Hausdor et si les
fontions dénissantes χi,n de Dn sur les ouverts Ui d'un reouvrement de D onvergent
en norme C2 vers des fontions dénissantes χi de D ∩ Ui.
Proposition 1.3. La suite de domaines (Ω˜n) onverge vers B au sens C2 sur les ompats
de C
k\{(1, 0)}.
Preuve : Les domaines Ω˜n sont de la forme
Ω˜n = Φ ◦Dεn ◦Ψpn(Ω′)
où εn tend vers 0. On sait que la suite de domaines Dεn ◦Ψpn(Ω′) tend vers Σ au sens C2
sur les ompats de C
k
(voir [19℄) et que la transformation de Cayley Φ transforme Σ en B
en faisant orrespondre l'inni à {z1 = 1}. Il sut don de vérier qu'il existe une fontion
r(δ) tendant vers 0 ave δ telle que :
Ω˜n ∩ {|z1 − 1| < δ} ⊂ B[(1, 0), r(δ)] ∀n ∈ N.
Or ei résulte du lemme 1.2. En eet, d'après e lemme, il existe c > 0 tel que Ψpn(Ω
′) ⊂
{Re z1 > c‖z′‖2} pour tout n ∈ N. En outre, on vérie aisément que Φ ◦ Dεn({Re z1 >
c‖z′‖2}) = Ec := {|z1|2 + c‖z′‖2 < 1}. L'inlusion attendue résulte alors immédiatement
de
Ω˜n ∩ {|z1 − 1| < δ} ⊂ Ec ∩ {|z1 − 1| < δ}.

La gure 2 dérit le proédé de remise à l'éhelle.
p
bΩ2
fn
Ω′
1
yn
pn a
Fn
Λn
U ′
Fn(p) = (−1, 0)
Re z1 = 1Re z1 = 2
Ω2 y0
y˜n
Ω′Ω
Ω˜n
(0, 0)
Fig. 2  Situation après remise à l'éhelle au temps n.
Observons que la normalité de la famille (Fn) résulte de la proposition 1.3 puisque
elle-i implique que Ω˜n est une suite de domaines uniformément bornés.
Corollaire 1.4. La famille (Fn) est normale. Quitte à extraire, on peut supposer que Fn
onverge uniformément vers F : Ω2 −→ B sur les ompats de Ω2. De plus l'alternative
suivante a lieu : soit F est à valeurs dans B soit F (Ω2) est un point de bB.
Remarque 1.5. L'image de U ′ par la remise à l'éhelle en q ≃ a et de paramètre ε ≪ 1
est une hypersurfae à bord de C
k
. Son bord est non vide et inlus dans un voisinage de
(1, 0) dont le diamètre tend vers 0 ave ε.
1.2 Rédution du problème.
La preuve du théorème 1 onsiste à montrer que Fn onverge vers un biholomorphisme
d'un voisinage de p dans Ω sur un voisinage de (−1, 0) dans B. Nous réduisons ii e
problème à l'étude de la onvergene des appliations Fn et de leurs inverses Gn. Montrons
tout d'abord omment dénir es inverses.
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Lemme 1.6. Soient D et D′ deux domaines à bords lisses de Ck. On suppose que D1 et D′1
sont onnexes, non vides et que [bD]1, [bD
′]1 sont stritement onvexes. Soit F : D1 −→ D′
une appliation holomorphe propre relativement à [bD]1 telle que F ([bD]1) ⊂ SPC(bD′).
Alors F est un diéomorphisme loal sur D1. De plus, si F est injetive sur [bD]1 et si
F ([bD]1) ⊃ [bD′]1 alors F (D1) ⊃ D′1 et il existe un inverse à droite de F déni sur D′1.
Preuve : Notons tout d'abord que si F n'était pas un diéomorphisme loal sur D1 alors
le lieu ritique {JaF = 0} serait un ensemble analytique dont l'intersetion ave [bD]1 ⊂
SPC(bD) serait vide [20℄. La fontion −Re z1 violerait le prinipe du maximum sur et
ensemble analytique.
Comme [bD]1 est formé de points de strite onvexité et F y est injetive, F|[bD]1 est un
diéomorphisme CR sur son image, qui ontient [bD′]1. Il existe don un diéomorphisme
CR G de [bD′]1 dans [bD]1 tel que F ◦ G = Id. Celui-i se prolonge en une appliation
G : D′1 −→ D holomorphe propre relativement à [bD′]1 dont l'image est inluse dans D1
d'après le prinipe du maximum. L'appliation F ◦G est don bien dénie sur D′1 ∪ [bD′]1,
et oïnide ave l'identité sur [bD′]1. Le prinipe d'uniité montre que F ◦ G = IdD′
1
. On
en onlut que F (D1) ⊃ D′1 et que G est l'inverse de F sur D′1. 
Ce lemme assure l'existene d'un inverse Gn à Fn naturellement déni sur un ensemble
maximal du type Ω˜n,t. La dénition suivante met en relief les propriétés de es appliations
que nous aurons à vérier :
Dénition 1.7. Nous désignerons par K(Fn), O(Fn), K(Gn), O(Gn) les propriétés suiv-
antes :
• K(Fn) : Fn onverge vers une appliation F et F (Ω2) ⊂ B,
• O(Fn) : il existe un réel λ stritement positif tel que Fn(Ω1) ⊃ Ω˜n,λ pour tout n ∈ N,
• K(Gn) : Gn onverge vers une appliation G et G(Bλ) ⊂ Ω2,
• O(Gn) : il existe une fontion roissante ontinue λ
′ :]0, λ]→ R+∗ telle que
Gn(Ω˜n,t) ⊃ Ωλ′(t) pour tout n.
Nous sommes maintenant en mesure de formuler la rédution annonée :
Proposition 1.8. Si la suite de renormalisation (Fn)n et la suite des inverses (Gn)n
vérient les propriétés K(Fn), O(Fn), K(Gn), O(Gn) alors l'appliation limite F : Ω2 → B
se prolonge en un CR-diéomorphisme entre un voisinage de p dans [bΩ]1 et un voisinage
de (−1, 0) dans bB.
Preuve : D'après l'hypothèse O(Fn) et le lemme 1.6, Gn est dénie sur Ω˜n,λ et y vérie :
Fn ◦Gn = Id. (2)
On déduit immédiatement de (2) et de l'hypothèse O(Gn) que Fn(Ωλ′(t′)) ⊂ Ω˜n,t′ pour t′ <
t ≤ λ. Compte tenu de l'hypothèse K(Fn), ela donne à la limite : F (Ωλ′(t′)) ⊂ Bt′∩B ⊂ Bt.
On en déduit par ontinuité de λ′ que :
F
(
Ωλ′(t)
) ⊂ Bt pour t ≤ λ. (3)
Il résulte également de (2) que Gn ◦ Fn = Id sur Gn
(
Ω˜n,λ
)
et don sur Ωλ′(λ) en vertu de
l'hypothèse O(Gn) :
Gn ◦ Fn = Id sur Ωλ′(t) pour t ≤ λ. (4)
L'hypothèse K(Gn) permet de passer à la limite dans (2) ar Fn onverge uniformément
vers F sur les ompats de Ω2. Il vient alors :
F ◦G = Id sur Bt pour t ≤ λ. (5)
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L'inlusion (3) permet de passer à la limite dans (4) :
G ◦ F = Id sur Ωλ′(t) pour t ≤ λ. (6)
L'identité (5) montre que F induit un biholomorphisme entre G(Bλ) et Bλ :
F : G(Bλ)
∼−→ Bλ.
En outre, l'inlusion (3) et l'identité (6) montrent que G(Bλ) ⊃ Ωλ′(λ). On est alors en
mesure de montrer que F se prolonge en un diéomorphisme d'un voisinage de p dans
bΩ sur un voisinage de (−1, 0) dans bB. Les frontières étant stritement pseudoonvexes
en p et (−1, 0), un théorème de Bell [4℄ stipule que le prolongement diérentiable est une
onséquene du prolongement ontinu. Fixons −1 < t ≤ λ arbitrairement prohe de −1.
Pour n assez grand xn ∈ Ωλ′(t) et don, ompte tenu de (3), F (xn) ∈ Bt. Ainsi F (xn) tend
vers (−1, 0) lorsque xn tend vers p et ela entraîne le prolongement hölder ontinu de F à
bΩ autour de p [7℄. 
Notre objetif est de vérier les propriétés K et O pour les suites Fn et Gn. Il
s'agit de propriétés de ompaité de suites d'appliations respetivement à l'intérieur et au
bord des domaines. Nous mettons au point dans la partie suivante des estimations sur les
dérivées et les images des appliations CR qui nous permettront de les établir.
2 Préliminaires tehniques sur les appliations CR.
Nous introduisons dans ette partie une distane qui présente l'avantage d'être plus
adaptée à la géométrie des appliations CR tout en dénissant la même topologie que la
distane eulidienne sur les hypersurfaes stritement pseudoonvexes.
Soit X une sous-variété lisse de Ck, x et y deux points de X. On appelle hemin
omplexe entre x et y tout hemin γ : [0, l] −→ X joignant x à y, C1 par moreaux, et tel
que γ˙(t) ∈ TCγ(t)S là où ela fait sens. On note ℓ(γ) la longueur eulidienne d'un tel hemin.
Pour x, y ∈ X, on dénit la distane CR entre x et y par :
dCRX (x, y) := inf{ℓ(γ), γ hemin omplexe entre x et y}.
En l'absene d'ambiguïté, on ne préisera pas la dépendane en X de dCR. Les boules
orrespondantes de entre x et de rayon δ sont notées BCRX (x, δ).
Les distanes eulidienne et CR sont fortement reliées dans les hypersurfaes minimales
(i.e. ne ontenant pas de bout d'hypersurfae holomorphe). En partiulier, les grandes
boules CR ontiennent de grandes boules eulidiennes. Pour les hypersurfaes stritement
pseudoonvexes, ette propriété est un as partiulier très simple du théorème 4 de [17℄.
Proposition 2.1. La topologie assoiée à la distane CR oïnide ave la topologie usuelle
sur les hypersurfaes stritement pseudoonvexes lisses de C
k
. En partiulier, tout ouvert
borné d'une telle hypersurfae est dCR-borné.
Le résultat prinipal de ette partie est une version quantiée du prinipe suivant :
"Une appliation CR est une dilatation pour la distane CR."
Compte tenu de la proposition 2.1, e prinipe implique que les images des appliations
CR ontiennent naturellement de "grands" ouverts eulidiens. Il est régi par le lemme de
Hopf, qui permet de minorer les dérivées des appliations holomorphes propres.
7
Lemme 2.2 (Hopf). Soit D un domaine de Ck et χ ∈ C1(D) une fontion p.s.h négative
sur D et nulle en q ∈ bD. Soit ε tel que Bε(q) ⊂ D et M := min{|χ(z)|, z ∈ B+ε (q)}. Alors
χ(qt) ≤ −Mt
8ε
pour t ≤ ε et don ‖~∇χ(q)‖ ≥ M
8ε
.
Preuve : Soit Dε le paramétrage unitaire du disque omplexe de entre qε passant par q, qui
envoie qε sur 0 et q sur −ε. Dans e paramétrage, B+ε (q)∩Dε orrespond à Dε∩{Re z > 0}.
La restrition χ˜ de χ à Dε est une fontion sous-harmonique négative sur Dε vériant
χ(qt) = χ˜(−ε + t), χ˜(εeiθ) ≤ −M pour θ ∈ [−pi2 , pi2 ] et χ˜(−ε) = 0. Un alul faile sur le
noyau de Poisson donne don :
χ(qt) = χ˜(−ε+ t) ≤ 1
2π
∫ pi
−pi
ε2 − (ε− t)2
| − ε+ t− εeiθ|2 χ˜(εe
iθ)dθ
≤ −M
2π
∫ pi
2
−pi
2
ε2 − (ε− t)2
| − ε+ t− εeiθ|2 dθ ≤ −
M
2
t(2ε− t)
4ε2
≤ −Mt
8ε
.

Nous ombinons à présent le lemme de Hopf à une propriété de transfert d'estimations des
dérivées normales aux dérivées tangentielles omplexes pour obtenir la version du prinipe
énoné i-dessus qui nous sera utile.
Lemme 2.3. Soient Ω, Ω˜ des domaines de Ck à bords lisses et U un ouvert relativement
ompat dans SPC(bΩ). Soit W un ouvert de SPC(bΩ˜) tel que Λx est positive sur Ω˜ pour
tout x ∈W . On note κ1 et κ2 la plus petite et la plus grande des valeurs propres de la forme
de Levi sur U et W . Soit p ∈ U et ε, τ deux réels stritement positifs tels que BCR(p, τ) ⋐ U
et Bε(q) ⊂ Ω pour tout q ∈ BCR(p, τ).
Soit F : Ω −→ Ω˜ une appliation holomorphe propre relativement à U telle que F (p) ∈
W . On dénit
M := min
{|Λx(z)|, x ∈W, z ∈ F ( ⋃
q∈BCR(p,τ)
B+ε (q)
)}
.
Alors
F
(
BCR(p, τ)
) ⊃ BCRW
(
F (p),
[
κ1
8κ2
M
ε
] 1
2
τ
)
.
La preuve omporte deux étapes. Dans la première, le lemme de Hopf est utilisé pour
minorer les dérivées tangentielles omplexes de F sur la préimage de W . La seonde étape
onsiste à intégrer es estimées.
Preuve : Estimations des dérivées de F . Soit q un point de U tel que F (q) ∈W . Montrons :
‖F ′(q)u‖ ≥
[
κ1
8κ2
M
ε
]1/2
‖u‖, ∀u ∈ TCq bΩ. (7)
Le lemme 2.2 appliqué à la fontion −ΛF (q)◦F fournit l'estimée ‖ ~∇ [ ΛF (q) ◦ F ](q) ‖ ≥ M8ε .
Comme
~∇ΛF (q)
(
F (q)
)
= ~N(F (q)), on a :
nq(F ) := 〈F ′(q) ~N (q), ~N (F (q))〉 = dΛF (q)[F ′(q) ~N (q)] = ‖~∇[ΛF (q) ◦ F ](q)‖ ≥
M
8ε
. (8)
Notons L(φ, a, u) la forme de Levi en a d'une fontion φ, appliquée à un veteur u.
Comme W est lisse, il existe une fontion dénissante ψ de Ω˜ au voisinage de F (q), qu'on
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peut supposer de gradient normé en F (q) : ~∇ψ(F (q)) = ~N(F (q)). Comme pour (8), on
voit qu'alors ‖~∇ψ ◦ F (q)‖ = nq(F ). De plus, ψ ◦ F est une fontion dénissante en q, au
voisinage duquel bΩ est stritement pseudoonvexe. Pour tout veteur u ∈ TCq bΩ, on a
don ompte tenu de (7) :
L(ψ ◦ F, q, u) ≥ κ1‖~∇ [ψ ◦ F ] (q)‖‖u‖2 = κ1nq(F )‖u‖2 ≥ κ1M
8ε
‖u‖2. (9)
Par fontorialité de la forme de Lévi et dénition de κ2 il vient :
L(χ ◦ F, q, u) = L(χ,F (q), F ′(q)u) ≤ κ2‖F ′(q)u‖2. (10)
Les inégalités (9) et (10) impliquent (7).
Conlusion. Nous intégrons à présent l'inégalité (7). Comme F (p) appartient à W , il sut
de vérier que
bF
(
BCR(p, τ)
) ∩BCR
W˜
(
F (p),
[
κ1
8κ2
M
ε
]1/2
τ
)
= ∅,
ou enore que pour tout point x de bF (BCR(p, τ)) ∩W ,
dCRW (F (p), x) ≥
[
κ1
8κ2
M
ε
] 1
2
τ. (11)
Soit x un tel point et γ˜ un hemin omplexe de W entre F (p) et x paramétré par la
longueur d'ar. Comme F est un diéomorphisme CR loal en tout point de BCR(p, τ), on
peut relever la omposante onnexe de F (p) dans γ˜∩F (BCR(p, τ)) en un hemin omplexe γ
tant que γ ne sort pas de BCR(p, τ). Préisément, il existe l ≤ ℓ(γ˜) et γ : [0, l] −→ BCR(p, τ)
joignant p à bBCR(p, τ) et tel que F ◦γ(t) = γ˜(t) pour tout t ∈ [0, l]. Comme γ(t) appartient
à U et F (γ(t)) à W pour tout t, l'estimée (7) obtenue dans l'étape préédente montre que :
‖F ′(γ(t))u‖ ≥
[
κ1
κ2
M
8ε
] 1
2
‖u‖ ∀t ∈ [0, l], ∀u ∈ TCγ(t)bΩ.
Ainsi,
ℓ(γ˜) ≥ l =
∫ l
0
‖ ˙˜γ(t)‖dt =
∫ l
0
‖F ′(γ(t))γ˙(t)‖dt ≥
[
κ1
κ2
M
8ε
] 1
2
∫ l
0
‖γ˙(t)‖dt ≥
[
κ1
κ2
M
8ε
] 1
2
ℓ(γ).
Puisque γ joint p à bBCR(p, τ) et que γ˜ est un hemin omplexe quelonque liant F (p) à
x, on tire (11). 
Le lemme 2.3 permet don d'estimer la taille de l'image d'une boule BCR(p, τ) par une
appliation holomorphe propre en fontion de son omportement sur
Aε(p, τ) :=
⋃
q∈BCR(p,τ)
B+ε (q).
La proposition suivante détaille les situations dans lesquelles nous allons appliquer e
lemme.
Proposition 2.4. Soient Ω, Ω˜ des domaines de Ck. soient U etW des ouverts relativement
ompats dans SPC(bΩ) et SPC(bΩ˜). On suppose que Λx ≥ 0 sur Ω˜ pour tout x ∈W .
Fixons des points p ∈ U , a ∈ W et des réels ε0, τ > 0 tels que BCR(p, τ) ⋐ U et
Aε0(p, τ) ⊂ Ω.
Soit Fp,a la famille des appliations holomorphes F : Ω −→ Ω˜ propres relativement à
U vériant F (p) = a.
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1. A tout ompat K de Ω˜ est assoiée une onstante c(K) > 0 telle que :
∀F ∈ Fp,a :
(
F (p) ∈W et F (Aε0(p, τ)) ⊂ K
)
=⇒ F (BCR(p, τ)) ⊃ BCRW (F (p), cτ).
2. Fixons λ > 0 et 0 < η < λ. Il existe une onstante c(η) > 0 telle que :
∀ε ≤ ε0, ∀F ∈ Fp,a :
F (Aε(p, τ)) ⊂ {Λa ≥ λ} =⇒ F (BCR(p, τ)) ⊃ BCRW
(
a, c(η)τ√
ε
) ∩ {Λa ≤ λ− η}.
3. Soit y ∈W\{a} et η < d(a, y). Il existe une onstante c(η) > 0 telle que :
∀ε ≤ ε0, ∀F ∈ Fp,a :
F (Aε(p, τ)) ⊂ B(y, η) =⇒ F (BCR(p, τ)) ⊃ BCRW
(
a, c(η)τ√
ε
)\B(y, 2η).
De plus, les onstantes c(K) et c(η) ne dépendent que des valeurs de la forme de Lévi sur
U et W . Les points 1, 2 et 3 restent vrais pour des onstantes moitié lorsque Ω, Ω˜ sont
remplaés par de petites perturbations au sens de Hausdor pourvu que U et W soient eux
faiblement perturbés au sens C2.
p
F (p) = a
F (p) = a
U
y0
Ω
F
(
BCR(p, τ)
)
Aε(p, τ)
F
F
W
Ω˜
W
Ω˜
F
(
Aε(p, τ)
)
{Λa = λ}
{Λa = λ − η}
{Λa =
3
4
}
F
(
Aε(p, τ)
)
y {Λa = 0}
Fig. 3  Situation 2 (en haut), situation 3 (en bas)
3 Démonstration du théorème 1.
En utilisant de façon systématique la proposition 2.4, nous allons vérier les propriétés
K(Fn), O(Fn), K(Gn) et O(Gn). Cei établira le théorème 1 via la proposition 1.8. Toute
la preuve du théorème 1 repose en fait sur l'injetivité de Fn au bord et les hoix eetués
lors de la renormalisation.
Rappelons que Ω˜n onverge vers B au sens C2 sur les ompats de C2\{(1, 0)} (propriété
1.3). Ainsi, pour n ≥ n0 susamment grand, [bΩ˜n]3/4 est stritement pseudoonvexe et Λx
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est positive sur Ω˜n pour x ∈ [bΩ˜n]3/4. Le domaine Ω étant quant à lui xé et stritement
onvexe, la proposition 2.4 s'appliquera don ave {U,W} := {[bΩ]1, [bΩ˜n]3/4}.
3.1 Preuve de K =⇒ O.
K(Fn) =⇒ O(Fn) : Appliquons le point 1 de la proposition 2.4 à Fn en prenant U := bΩ1
et Wn := [bΩ˜n]3/4. Comme Fn(p) = a et qu'en vertu de l'hypothèse K(Fn) Fn(Aε0(p, τ))
tend vers F (Aε0(p, τ)) ⋐ B, on obtient :
Fn
(
BCR(p, τ)
) ⊃ BCRWn(a, cτ).
Compte tenu du lemme 1.6 il sut alors de vérier qu'il existe λ > 0 tel que BCRWn(a, cτ) ⊃
[bΩ˜n]λ pour tout n ∈ N. Or ei résulte immédiatement du fait que Wn onverge au sens
C2 vers [bB]3/4. 
Lorsque O(Fn) est vériée, le lemme 1.6 assure l'existene d'un inverse à droite Gn pour
Fn déni sur Ω˜n,λ. Cette suite d'appliations est normale ar elle prend ses valeurs dans
Ω1, on peut don la supposer onvergente vers une appliation G : Bλ −→ Ω1. Comme
i-dessus, nous allons montrer que si G est à valeurs dans Ω2 alors O(Gn) est satisfaite.
K(Gn) =⇒ O(Gn) : Appliquons le point 1 de la proposition 2.4 à Gn en prenant Un :=
[bΩ˜n]λ etW := [bΩ]2. CommeGn(p) = a et qu'en vertu de l'hypothèse K(Gn) Gn(Aε0(a, τ))
tend vers G(Aε0(p, τ)) ⋐ Ω, on obtient :
Gn
(
BCRUn(a, t)
) ⊃ BCRW (p, ct) ∀t ≤ τ. (12)
Par ailleurs, la distane CR majorant la distane eulidienne, on a BCRUn(a, t) ⊂ [bΩ˜n]t. De
plus, BCR(p, t) ⊃ [bΩ]At2 où A désigne le minimum des valeurs propres de la forme de
Levi de [bΩ]1 (il s'agit d'un as partiulier très simple du théorème 4 de [17℄). La propriété
O(Gn) déoule alors de (12) et du lemme 1.6. 
En remplaçant p par un point arbitraire q ∈ [bΩ]1 dans la preuve de K(Fn) =⇒ O(Fn),
on obtient une propriété légèrement plus forte que O(Fn). Celle-i nous sera utile pour
établir K(Gn).
Lemme 3.1. Si K(Fn) est vraie alors il existe des onstantes c, τ > 0 telles que pour tout
q ∈ [bΩ]1 et n susamment grand,
Fn(q) ∈ [bΩ˜n]3/4 =⇒ Fn
(
BCR(q, τ)
) ⊃ BCR
[bΩ˜n]3/4
(Fn(q), cτ).
3.2 Preuve de K(Fn).
En raison de l'alternative régissant la onvergene de Fn (orollaire 1.4), il sut d'établir
que dans la situation dérite dans la première partie, y˜n = Fn(y0) reste dans un ompat
de B. Raisonnons par l'absurde, supposons que y˜n tende vers y∞ ∈ bB. La suite (Fn)
onverge alors loalement uniformément vers y∞ (orollaire 1.4). A ε > 0 orrespond don
un entier nε tel que Fnε(Aε(p, τ)
) ⊂ B(y∞, 1/4). En appliquant le point 3 de la proposition
2.4 à Fnε ave U := [bΩ]1, Wnε := [bΩ˜nε ]3/4, η = 1/4 et (a, y) := (a, y∞), on obtient :
Fnε([bΩ]1) ⊃ BCRWnε
(
a,
c(η)τ√
ε
)
\B(y∞, 1
2
). (13)
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Comme les [bΩ˜n]3/4 tendent vers [bB]3/4 au sens C2, leurs diamètres CR sont uniformément
borné. Il s'ensuit que pour ε susamment petit, (13) donne :
Fnε([bΩ]1) ⊃ [bΩ˜nε ]3/4 \B(y∞,
1
2
). (14)
Dorénavant, ε est xé et nous noterons n au lieu de nε. L'appliation Fn|[bΩ]2 étant un
diéomorphisme sur son image, Fn([bΩ]1) est ontratile. Alors (14) montre que Fn([bΩ]1)
doit ontenir [bΩ˜n]3/4. Il vient don :
b
[
Fn([bΩ]1)
]
= Fn(bΩ ∩ {Re z1 = 1}) ⊂ [bΩ˜n]+3/4. (15)
Cette inlusion onduit à une ontradition ar le prinipe du maximum appliqué à la
fontion −Re z1 ◦ Fn montre que Fn(Ω ∩ {Re z1 = 1}) ⊂ Ω˜+n,3/4 alors que par onstrution
Fn(y0) ∈ {Re z1 = 0}. 
3.3 Preuve de K(Gn).
Dénissons λn := sup{t ∈ R | Fn(Ω1) ⊃ Ω˜n,t}. Comme F est un diéomorphisme loal
sur Ω1 (lemme 1.6), le bord de Fn(Ω1) dans Ω˜n est inlus dans Fn(Ω ∩ {Re z1 = 1}). Par
dénition de λn,
inf
{
Re z1 ◦ Fn(x), x ∈ Ω ∩ {Re z1 = 1}
}
= λn.
Le prinipe du maximum appliqué à −Re z1 ◦ Fn sur Ω ∩ {Re z1 = 1} montre don :
∃z′n ∈ {Re z1 = 1} ∩ bΩ, Fn(z′n) ∈ {Re z1 ≤ λn}. (16)
Puisque K(Fn) et don O(Fn) sont satisfaites, les valeurs d'adhérene de λn sont supérieures
à λ > −1. Quitte à extraire, la suite des appliations Gn onverge don vers G : Bλ∞ −→
Ω1, où λ∞ désigne une valeur d'adhérene de λn ≥ λ.
Lorsque λ∞ > 0, la suite y˜n est ompate dans Bλ∞ d'après K(Fn). De plus Gn(y˜n) =
y0 ∈ Ω2. L'appliation limite G est don à valeurs dans Ω2 : K(Gn) est vériée.
Lorsque λ∞ ≤ 0, nous prouvons i-dessous qu'il existe une suite (xn) relativement
ompate dans Ω1 et une onstante η0 > 0 telles que Fn(xn) ∈ Ω˜n,λ∞−η0 pour n assez grand.
Alors {Fn(xn)} ⋐ Bλ∞ d'après K(Fn). On onlut ette fois en utilisant
{
Gn[Fn(xn)]
}
={
xn
}
⋐ Ω2.
Fixons τ > 0 tel que BCR(p, τ) ⋐ [bΩ]1. Il sut pour établir l'existene de (xn) de voir
qu'il existe ε0, η0 > 0 tels que :
Fn(Aε0(p, τ)) ∩ Ω˜n,λn−η0 6= ∅ ∀n≫ 1.
Raisonnons par l'absurde : supposons que pour tout ε, η > 0, il existe un entier nε tel
que Fnε(Aε(p, τ)) ⊂ Ω˜+nε,λnε−η. En appliquant le point 2 de la proposition 2.4 à Fnε ave
U := [bΩ]1, W := [bΩ˜n]1/2 et (λ, η) := (λnε , η) on obtient :
Fnε
(
BCR(p, τ/2)
) ⊃ BCRWnε (a, c(η)τ2√ε
)
∩ {Re z1 ≤ λnε − η}. (17)
Comme les [bΩ˜n]3/4 tendent vers [bB]3/4 au sens C2, leurs diamètres CR sont uniformément
borné. Il s'ensuit que pour ε susamment petit, (17) donne :
Fnε
(
BCR(p, τ/2)
) ⊃ [bΩ˜nε ]λnε−η.
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Cei étant valable pour η arbitrairement petit, on obtient après extration éventuelle :
dCR
(
bFn
(
BCR(p, τ/2)
)
, [bΩ˜n]
+
λn
)
−→
n→∞ 0. (18)
De plus, on voit à l'aide du lemme 3.1 que la distane CR entre les points de bFn(B
CR(p, τ))
et les points de Fn(B
CR(p, τ/2)) est bornée inférieurement par cτ/2. Il vient don de (18)
que Fn(B
CR(p, τ)) ontient [bΩ˜n]λn pour n assez grand. Ave (16), ei ontredit l'injetivité
de Fn|U . 
4 Appliations.
Cette partie omporte trois appliations du théorème 1. La première est un résultat de
Wong-Rosay loal, la deuxième onerne l'étude de la dynamique des appliations holo-
morphes propres et la dernière un résultat bien onnu de la géométrie CR.
4.1 Une version loale du théorème de Wong-Rosay.
Théorème 1'. Soient Ω, Ω′ deux domaines de Ck pseudoonvexes à bords lisses et U un
ouvert de SPC(bΩ). Soit (fn)n une suite d'injetions holomorphes de Ω dans Ω′ propres
relativement à U . S'il existe un point y0 ∈ Ω dont l'orbite (fn(y0))n aumule un point
y ∈ SPC(bΩ′), alors U est loalement sphérique.
Remarque 4.1. Si les fn sont des surjetions alors il s'agit du théorème lassique.
Par soui de lisibilité, nous appellerons dans ette preuve ordonnée d'un point z =
(z1, z
′) ∈ Ck la partie réelle de z1.
Preuve : On peut bien entendu supposer que U est onnexe. Si fn onverge loalement
uniformément sur U vers y alors le théorème 1 s'applique et assure que U est sphérique.
Sinon il existe p ∈ U et des points pn ∈ U qui tendent vers p tels que les fn(pn) restent loins
de y (quitte à extraire). La sphériité de U déoulera alors immédiatement des assertions
suivantes :
la omposante onnexe Cy de y dans SPC(bΩ′) est sphérique, (19)
fn : U −→ Cy est un diéomorphisme CR. (20)
Une estimation lassique de la métrique de Kobayashi au voisinage de y [15℄ montre
que fn onverge uniformément vers y sur les ompats de Ω. Quitte à restreindre Ω et
à eetuer un hangement de variables, on peut don supposer que p = y = 0, TpbΩ =
TybΩ
′ = {Re z1 = 0}, U = bΩ1, y0 = (1/2, 0) et fn(y0) ∈ Ω′1. On notera aussi εn l'ordonnée
du point pn.
Comme y ∈ SPC(bΩ′), il existe une fontion p.s.h χ dénie sur Ω′, ontinue sur Ω′
et présentant un maximum global strit en y. Le prinipe du maximum appliqué à χ ◦ fn
sur Ω1 ∩ {Re z1 = εn} montre qu'il existe des points p′n de mêmes ordonnées que pn tels
que fn(p
′
n) tend vers y. Or un argument dû à Fornaess [13℄ assure que les restritions des
fn à U sont des diéomorphismes CR et que fn(U) ⊂ SPC(bΩ′). Cei établit don (20).
De plus, Quitte à modier pn en le déplaçant le long d'un hemin d'ordonnée onstante le
joignant à p′n, on peut supposer que fn(pn) ∈ bΩ′ ∩ {Re z1 = λ} et onverge vers un point
a.
Pour prouver que Cy est sphérique, il onvient de noter que les fontions pis de lasse
C1 que possèdent les points de Cy peuvent remplaer les fontions Λq dans le lemme 2.3
et don dans le point 3 de la proposition 2.4. Un argument identique à elui utilisé pour
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prouver K(Fn) ave (pn, a, y0, y) en plae de (p, a, y0, y∞) montre que fn(bΩδ) ontient
Cy,ε := {p ∈ Cy | d(p, bCy) > ε} pour δ, ε arbitrairement petits pourvu que n soit assez
grand. Cei signie que la suite des inverses gn des diéomorphismes CR fn|bΩ1 onverge
uniformément vers p sur Cy,ε. D'après le théorème 1, Cy,ε est sphérique. On en déduit la
sphériité de Cy, 'est-à-dire (19), en faisant tendre ε vers 0. 
4.2 Dynamique des appliations holomorphes propres.
Proposition 4.2. Soit Ω un domaine onvexe borné de Ck à bord lisse et f une auto-
appliation holomorphe propre de Ω. S'il existe un point y0 ∈ Ω dont l'orbite {fn(y0)}
aumule un point y de l'ensemble de strite onvexité SC(bΩ) alors SC(bΩ) est sphérique.
Preuve : Les théorèmes lassiques de prolongement au bord des appliations holomorphes
propres s'appliquent pour les domaines onvexes à bords lisses : f se prolonge en une
appliation CR de bΩ dans lui-même [9℄ et f : SC(bΩ) → SC(bΩ) est un diéomorphisme
loal. De plus, il a été prouvé dans [18℄ que fn onverge loalement uniformément vers
y sur SC(bΩ). Il sut don de voir que tout point p ∈ SC(bΩ) possède un voisinage sur
lequel les fn sont toutes injetives pour que le théorème 1 s'applique et donne le résultat
souhaité.
Soit V un voisinage de y dans Cy sur lequel f est injetive et U0 un voisinage de p
relativement ompat dans Cy. Il existe un entier n0 tel que f
n(U0) ⊂ V pour tout n ≥ n0.
Soit U un voisinage de p dans U0 sur lequel f, f
2, . . . , fn0 sont injetives. Montrons par
réurrene que fn est injetive sur U pour tout n. Soient x, x′ ∈ U tels que fn(x) = fn(x′)
ave n > n0. Alors f(f
n−1(x)) = f(fn−1(x′)) et fn−1(x), fn−1(x′) ∈ V . Comme f est
injetive sur V , on en déduit que fn−1(x) = fn−1(x′). En itérant e proédé on obtient
fn0(x) = fn0(x′) don x = x′. 
La proposition i-dessus est valable pour d'autres types de domaines, dans lesquels on peut
assurer que l'itération de f ontrate SPC(bΩ) vers a [18℄. En développant les idées du
paragraphe préédent, on peut établir un résultat plus général. La tehniité de sa preuve
nous inite toutefois à ne pas la présenter ii.
Théorème 4.3. Soit Ω un domaine pseudoonvexe de Ck à bord lisse et f une auto-
appliation holomorphe propre de Ω. S'il existe un point y0 ∈ Ω dont l'orbite aumule un
point de strite pseudoonvexité alors SPC(bΩ) est loalement sphérique.
4.3 Etude métrique des hypersurfaes stritement pseudoonvexes non-
sphériques.
Nous redémontrons ii un résultat bien onnu de la géométrie CR (voir [23, 11, 5,
16℄) onernant le groupe d'isotropie d'un point a d'une hypersurfae stritement pseudo-
onvexe non-sphérique de C
k
, 'est à dire le groupe des germes de diéomorphismes CR de
(M,a). Ce groupe oupe une plae importante dans la lassiation CR des hypersurfaes
puisqu'il joue un rle de stabilisateur. Le théorème i-dessous a deux onséquenes diretes :
les hypersurfaes non-sphériques peuvent être pourvues d'une métrique CR-invariante et
d'un hamps de veteur CR-invariant transverse à la distribution omplexe.
Théorème 4.4. Soit (M,a) un germe d'hypersurfae stritement pseudoonvexe non-
sphérique. Soit G le sous-groupe de GL(TaM) déni par :
G := {f ′(a), où f : (M,a) −→ (M,a) est un germe de diéomorphisme CR}
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Il existe un hangement de base CR de TaM , i.e. P ∈ GL(TaM) ∩GLC(TCa M) tel que :
G = P−1
{(
1 0
0 A
)
, A ∈ U(k − 1)
}
P.
On dit que le groupe strutural de la géométrie CR des hypersurfaes stritement pseudo-
onvexe non-sphériques de C
k
est rédutible à U(k − 1).
Preuve : Nous noterons ii L(a, u) la forme de Levi de M en a appliquée à un veteur
u ∈ TCa bΩ et κ−, κ+ ses valeurs propres minimales et maximales (si u désigne un hamp
de veteur holomorphe au voisinage de a prolongeant u, L(a, u) = 〈[u, u¯](a), i ~N (a)〉). Soit
f un germe de diéomorphisme CR de (M,a). En aord ave la partie 2, nous notons
nf (a) := 〈f ′(a)i ~N (a), i ~N (a)〉 (nf (a) est évidemment positif). Un alul simple montre :
L(a, f ′(a)u) = nf(a)L(a, u) ∀u ∈ TCa M.
Si nf (a) < 1, il existe un entier n0 tel que nf (a)
n0κ+κ
−1
− < 1. Le germe de diéomor-
phisme fn0 vérie alors :
〈fn0 ′(a)i ~N (a), i ~N (a)〉 = nf (a)n0 < 1,
‖fn0 ′(a)u‖2 ≤ κ−1− L(a, fn0 ′(a)u) ≤ nf (a)n0κ+κ−1− ‖u‖2 < ‖u‖2,
si bien que fn0 est un germe de diéomorphisme ontratant de (M,a). L'hypothèse de
non-sphériité de M assure via le théorème 1 de l'impossibilité de ette situation ainsi
évidemment de elle où nf (a) > 1. On onlut don que nf (a) = 1. Cei a pour onséquene
que L(a, f ′(a)u) = L(a, u) pour u ∈ TCa M don f ′(a)|TCaM est une isométrie de la forme
hermitienne L(a, ·). Si BC désigne une base orthonormée pour L(a, ·), et B = (i ~N(a),BC),
on a don :
Mat(f ′(a),B,B) =
(
1 0
∗ A
)
où A ∈ U(k − 1).
Il sut alors de trouver un veteur invariant de i ~N + TCa M sous l'ation de G pour que la
matrie de f ′(a) dans la base onstituée de e veteur et de BC soit telle que souhaitée.
A ette n, remarquons que G induit une ation ane sur l'espae E := {i ~N + TCa M}
qui stabilise le ompat K := {[u, u¯](a), u ∈ TCa M,L(a, u) = 1} (K ⊂ E par dénition de
la forme de Levi). Le entre d'inertie de K est don un point xe sous l'ation de G du
type souhaité. 
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